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1.1 Laméthodedu gradient conjugué

Nous allons montrer dans cette section comment utiliser les classes RNM pour programmer I’algo-
rithme du gradient conjugué préconditionné (GCP) pour résoudre le systeme linéaire Ax = b, avec
A € R™"™ une matrice symétrique, définie positive.

Rappelons d’abord le principe et les principales caractéristiques de I’algorithme du gradient conjugué
(GC) (pour les développements théoriques de la méthode, nous renvoyons a [?, ?] par exemple).

Si a, b € IR™ sont deux vecteurs colonnes, on va noter (a, b) = a”b leur produit scalaire euclidien.
Considérons la fonctionnelle quadratique £ : R" — R

E(zx) = %(Ax,a:) — (b, z), (1.1)

dont le gradient vaut VE(z) = (Az — b). Le minimum de cette fonctionnelle est atteint pour le
point z € IR" qui annule V E(z), donc vérifiant Az = b.

La méthode du gradient conjugué fait partie des méthodes de descente, qui ont comme principe
commun la recherche de z suivant le procédé itératif

2° donné, 2"t =o' + p'd’, (1.2)

avec d° € IR"™ la direction de descente et p° € IR le pas de descente. Comment définir les pa-
rametres de la méthode de descente ? La réponse est simple pour le choix du pas de descente, car,
une fois d' et 2 fixés, on peut calculer facilement un pas de descente optimal

. (Az — b, d)
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qui réalise le minimum de la fonctionnelle E dans la direction choisie, ou, plus formellement, le
minimum de la fonction réelle, de variable réelle : p — E(z + pd").

Quant a la direction de descente, plusieurs choix sont possibles, ce qui nous permet de distinguer :
e la méthode de relaxation : d* = €, avec (e');<;<, la base canonique de IR™ (on peut démontrer
qu’il s’agit en fait de la méthode itérative de Gauss-Seidel) ;
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e la méthode du gradient : d° = ¢* = VE(a*) (basée sur I’observation que la valeur de la fonc-
tionnelle diminue le plus rapidement suivant la direction du gradient) ;

¢ la méthode du gradient conjugué : d* = h‘, avec les directions de descente conjuguées par
rapport a la matrice A, c’est-a-dire (Ah', h/) = 0,4 # j.

L efficacité de la méthode du gradient conjugué réside dans ses propriétés remarquables, énoncées

ici pour I’itération ¢ :

e les directions de descente h* sont construites de telle maniére que les gradients ¢* = Ax* — b
soient tous orthogonaux entre eux, i.e. (g%, ¢’) = 0,V0 < k < j < (ce n’est pas le cas dans la
méthode du gradient, ou seulement deux gradients successifs sont orthogonaux) ;

e ' réalise le minimum de la fonctionnelle E sur I’espace vectoriel x° + Vect {¢° g, ..., ¢!},
de dimension i; quand i = n, cet espace vectoriel sera exactement IR", ce qui prouve que
I’algorithme converge en n itérations au plus;

e d’un point de vue pratique, les directions de descente i* sont faciles a calculer, a partir des
gradients ¢°, et la méthode nécessite le stockage de seulement trois vecteurs supplémentaires
(voir programme plus loin).

Une formulation optimisée de I’algorithme (GC) est la suivante :

Le gradient conjugué pour résoudre le systéme linéaire Az = b :
soient z° € IR" la valeur initiale (donnée) et ¢ la précision (fixée)
¢ = Az’ — b
hO — _go
—pouri=0an
(', 1) :
. = as optimal, cf.
Algorithme 1.1 '0‘ (ht, Ah?) (pas op L3 ‘
il = 2t + pht (avancement suivant »¢, cf. [1.2)
gt =g’ + pAn' (calcul itératif du gradient)
- (gz—i—l’ QZH) A i+l iy
=T (paramétre assurant (h'**, h') = 0)
. 99 .
ittt = —g ™t + yh (calcul itératif du la direction de descente)
si (g", g"™) < e stop

Si I’algorithme (GC) peut étre considéré comme une méthode exacte (la convergence étant assurée
en n itérations au plus), il est généralement utilisé comme méthode itérative en s’attendant a ce
qu’il converge plus rapidement. Pour accélérer la vitesse de convergence, on peut préconditionner
le systeme linéaire. L’idée ici est de multiplier le systeme initial par une matrice C, dite de
préconditionnement, et résoudre le nouveau systeme (C' Az = Cb) par le (GC) classique.

En toute rigueur, pour appliquer le (GC), la matrice du systeme doit étre symétrique, définie po-
sitive, condition qui n’est pas assurée méme si la matrice C' est symétrique, définie positive (le
produit de deux matrices symétriques, définie positives, n’est pas nécessairement une matrice
symétrique, définie positive). Cette observation nous amene a faire les manipulations algébriques
suivantes pour trouver une formulation simple de I’algorithme (GCP).

Soit U € IR™" une matrice inversible et = = Uz un changement de variable. La fonctionnelle £
donnée par (L.I) devient :

E(z) = %(AU_IZ, Ul2)— (b,U'2) = %(U_TAU_IZ, 2) — (UTh, 2), (1.4)
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avec U1 = (U YT = (UT)~!. Cette fonctionnelle correspond au systéme linéaire A*z = b* de
matrice A* = U-TAU~! symétrique, définie positive, et de second membre b* = U~Th. Nous
pouvons appliquer le (GC) pour ce systéme, et les principales quantités a calculer deviennent (cf.

algorithme [L.1)) :
FP=UTAU - UTh & UT¢"=A2" -0

GO
g =g +pUTTAUT & G =G +pAU R = G+ pAH’
Hi
h' = —¢" & H'=-U'U "G =-CG°
C
(9" 1) (U-TGH UHY) (G, H') (1.5)
(hi, Ah?) (UHi!, U-TAU-'UH?) (Hi, AH’)
ZiJrl — Zi +phi = xiJrl — xz’ _'_pHi
B (giJrl’giJrl) - B (UfTGiJrl’UfTGiJrl) B (GiJrl,OGiJrl)
~(g.9) T UTTe ey T (G OGY
Ritl = —gitl 4 ,.Yhi o HF — oGt 4 ,YHZ‘

Observons que la matrice C = U-'U-T est symétrique, définie positive, et que c’est la seule
matrice intervenant dans les expressions précédentes (la matrice U est utilisée juste pour construire
I’algorithme). Si on note (a,b)c = (Ca,b) le produit scalaire induit par C sur IR", I’algorithme
(GCP) s’écrit sous la forme :

Le gradient conjugué préconditionné par une matrice C, symétrique définie

positive :
soient 2° € IR", ¢, C donnés
GY=Az" -0
H®=-CG°
—pouri=0an
. _ (& HY
Algorithme 1.2 p=— (E, AH")

2+l = o 4
Gt = G+ pAH!
(1,6,

- (GLGYe |
Hz+1 — _OGerl + /sz
si (G, G < e stop

Il est clair de ce qui précéde que le choix « idéal » pour la matrice C, serait C = A~!, I’inverse
de A; dans ce cas, évidemment, I’utilisation de la méthode du gradient conjugué deviendrait in-
utile. En pratique, plus la matrice de préconditionnement est « proche” » de A=, meilleure sera
la convergence de I’algorithme. En méme temps, la matrice C' doit étre la plus simple et la plus
creuse possible, ce qui impose comme choix les plus faciles

e (' = I, lamatrice identité (algorithme sans préconditionnement) ;

e C' = D7, I’inverse de la partie diagonale de A.
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La programmation de I’algorithme (GCP) en utilisant les classes RNM est donnée dans le fichier
d’en-téte suivant (I’application utilisant ce programme doit simplement I’insérer avec la directive

de préprocesseur #include "GC.hpp"):

Listing 1.1

(GC.hpp)

//

template<class R,class M,class P>

exemple de programmation du gradient conjugué préconditionné

int GradienConjugue(const M & A,const P & C,const KN _<R> &b,KN <R> &x,
int nbitermax, double eps)

{
int n=b.N() ;
assert (n==x.N()) ;
KN<R> g(n), h(n), Ah(n) ;

KN<R> & Cg(Ah) ;
g = AxX;

g -=Db;

Cg = Cxg;

h =-Cg;

R g2 = (Cg,9) ;
if (g2 < epsxeps)

{cout << "iter=0" << "
return 1 ;}

[lgll™2 ="

R reps2 = eps*eps*g2;
for (int iter=0;iter<=nbitermax;iter++)
{
Ah = Axh;
R ro = - (g,h)/ (h,Ah);
X += Yo *xh;
g += ro *Ah; //
Cg = Cxg;
R g2p=g2;
g2 = (Cg,9) ;
cout << iter << " ro = " << ro <<

if (g2 < reps2) {
cout << iter << " ro = " << rO
return 1 ;
}

R gamma = g2/92p;

h +*= gamma ;

h -= Cg;

}

cout << " Non-convergence de la méthode
return O ;

// on utilise Ah pour stocker Cg
// g = Ax-b

// gradient preconditionné

// solution déjd convergée

<< g2 << endl;

//

epsilon relatif

plus besoin de Ah, on va stocker Cg

" |lg||"2 = " << g2 << endl;

<< n

[lgll™2 ="
//

<< g2 << endl;
ok, convergence

du gradient conjugué" <<endl ;
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