Projet

Dalissier Eric

1 Probléeme stationnaire de diffusion

Etudions le cas d'un phénomene stationnaire de diffusion modélisé par le systeme
suivant :

—(a(x)u'(z))'=f(x) , z €]0,1]
(D) u(0)=0
(1)=0

1.1 Exercice 1 (Formulation variationnelle du probléme)

Nous avons la formulation variationnelle de (D) , qui s’écrit sous la forme :

Trouver v € HJ(0,1) telle que, pour tout v € H}(0,1), on ait

(FVo) { ey oys - $ o
Il nous faut trouver les solutions de ce probleme sous 'hypothese :

flz) =1 '
(Hp) 1SiO<£L‘<§

a(r) = 1

vsi-<zxz<l1
2

La solution classique u € C?(]0,1[) N C°([0,1]) vérifiant (D) n’existe pas.
Il faut pour cela passer a la formulation variationnelle F'Vp. Physiquement sous Hp, on
a:

1
—u"(z)=1 si0<x < =
(DHD) 2
—vu(z)=1 si 5 << 1

1
La premiere loi physique conscerne la continuité en 7 Cela se traduit par :



1
Le flux a(x)u'(x) est continue en 5 d’ou :

On a , dans (Dgp,), —u” =1 et —vu” = 1. Comme u” € C°([0,1]), on integre 2 fois u”
pour avoir la forme générale de u. Ainsi :

pourxe]O,%[ pourxe]%,l[
~@)@) =+ G |~ )@=+ G
7 7
—U_($) = 7 Ciz + Cs —U_($) = 2_V 0333 +C4

Avec C1, Cy, C3, Cy4 des contanstes réelles.
On a ainsi en % un systeme a 4 équation et a 4 inconnues. Il existe donc une unique

solution a ce systeme. Apres calcul, on a :

( —-3—-v
Cl:4u(y+1)
Cy=0

—3—-v

03_4V(V—|—1)
1—-v

L C4_4V(V+1)

On s est servi de scilab pour représenter la fonction u pour différents v.



La solution exacte u(x) sur [0, 1] :
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La dérivée de la solution exacte u/(z) sur [0,1] :
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La dérivée de la solution exacte multiplié par un scalaire a, au/(z), sur [0, 1] :

_ =1
— =10
0.4 — ru=1000

/ . C 1
On constate que pour u'(x), sous (Hp), nous avons une discontinuité en r=3.

On peut donc déterminer & quels espaces fonctionnels, ils appartiennent :

u(x) € CY0,1)siv =1et H' sinon
u'(xr) € C°0,1)siv=1et H sinon
au/(z) € CY0,1)Vv



1.2 Exercice 2 (Discrétisation par les éléments finis)

Pour N € N* on pose h = 1/(N + 1), déinit les points z, = kh, k =0,...,N + 1, de
telle sorte que 2o = 0 et xy41 = 1 et les intervalles I =|zy, 251 1[, K =0,..., N. On note
ensuremathlP; (I;) 'ensemble des polynomes de degré inféieur ou égal a 1 sur I et

Vi = {vh € Cl0,1], v, €Pi(L), vs(0) = va(l) = o} .

Nous allons montrer que les ¢y, ; forme une base hilbertienne de dimension fini de V}
donc une base :

N
On montre que : Z Mok (2;)=0 = \=0 V k

k=1
pour j=1 = \;=0

pour j=N = Ay=0
D’olt ppx(2;)=0; est une famille totale dans V!
On montre que la famille est orthonormé :

< Ok, Pn; > = 1sik=]j
=0sij#k

Comme j est fini dénombrable et Vlest séparable car V]! est 'ensemble des fonctions
globalement continues affine par morceaux.

Il reste a montrer que la famille est géneratrice :
N

Vz e VI I(A1... Ay) € RY tel que z = Z ek ()

k=1
Or tout polynome de dgré inférieur ou égale a 1 sur [, au point z; vaut une constante

réelle ou nulle \; . Donc la famille des fonctions ¢y, est génératrice dans Vi,
La famille des fonctions ¢y, ;, forme une base de Vlh.

On cherche maitenant une approximation u, € VI de la fonction u. On a le systéme
des élements finis suivant :

Trouver uy, € V{‘ telle que, pour tout v, € V{‘ , on ait

(EFp) /01 a(x)u),(z)v}, (z)dr = /01 f(@)on(z)dz.

En reprenant (D), puis en la multipliant par v, € V! puis en intégrant sur [0,1], on
obtient :

_ /0 (0o (2) Y on ()= /0 ' (@)on(e)da

Intégrons maintenant par partie le membre de gauche :

~fa(a)d (z)on ()]} + / a(z)d () (on) (z)dz= / f(@)on()dz



Or v, € VI, donc [a(x)u/(x)v,(2)]=0 car v;,(0)=vy,(1)=0. On retrouve ainsi le systéme
des éléments finis (EFp) de (D).

N
On écrit uy, dans la base des @y 1 : up = g apnk. Comme @y, =0, 1, on a donc :

k=1
E APk Ik

—0*a1+ A lxap+0xar1+ ...+ 0xay

=
Ensuite on remplace vy, par u(z;) * () car le systéme est valable pour tout v, € VI,
On a donc :

(o) onp(zr) (u(z) ppi(x)) dx

|
2
&
] =

k=1

N
2) Y anlpni(er)) () png(x)) dz —/ f(@) u(@)en(z)de
k=1

Or a4 est une constante, donc sa dérivée est nulle.
Puis comme (pp, 1 (x)) n'est différent de 0 que sur l'intervalle [zj_1, Zg41], on a :

[1 alx) u(zy) ; u(zy) % de+
Joo al@) u(z) (—%) u(xy,) <_E> dz+
fF al@) u(zy-) (—%) u(zy) — do+
Jor T a(@) w(wnin) 5 ulzr) (=5) do

= [y f(@) u(zi)onn()

On peut simplifier par u(zy) (il servait juste a indiquer le sommet de la fonction chapeau
utilisé). On va ensuite pour résoudre numériquement le probléme, le mettre sous forme
de matrice de la forme Aju,=by,.

Mis sous forme matricielle, on aura :

2 12d 2 1 d 0 0
fxo ( )E L —fm ( )ﬁ T
Ap=10- - x’“ a(x)idx [T a(m)idx o a(x)idx 0---0
Tp_1 h2 Tp_1 h2 Ty h2
0 | N L d TN 1 d
—fo_l a(a:)ﬁ x sz_l a(a:)ﬁ x



up (1)

uh(.’[]\[)

Enfin pour trouver by, on utilise la méthode des trapezes :

R F@eni(aede = 750 f(@)onn(ei)de
= [ f@enp(zr)de + [1F f(@)enk(e)de
(par la méthode des trapezes) = (%f(xk)) + (Wﬂxk))
= hf(zx)
Maintenant montrons que Aj, est symétrique, définie positive et inversible.
Mais avant on va exprimer A; de maniere plus simple en mettant en facteur — 72 :
fm2 2a(z) — f;f a(x) 0 0
1 f a(z) [ 2a(x) — [T a(x) 0
Ah _ Tp—1 Tp—1 T
h? 0 K KR KB
0 . ca _ zivil a(m) 2 f;ﬁj a(x)

— Ay, est symétrique car A=A}

U1
— Ay, est définie positive car VV = : ,ona:
UN
[ 2a(z)vr = [ a(z)vs
1| = [ al@)v + fx; 2a(w)vy — [ 7 a(z)vy
AhV - = .
h? :
TN ITN+1
LY 2a(z)on- — [0 a(z)on

1 1
Or a(x) est une constante positive sur [0, 5] et sur [5, 1].Donc le signe de A,V ne

dépend que du signe de —wvy_1 + 2v, — V41 et 201 —v9, 208 —vn_1. Si ARV > 0 alors
on aura 2v; — vy = 0 = —vy + 2v; — v3 = Odevient3v; — vs > 0 et ainsi de suite
jusqu’'a 2vy —vny_1 = 0
On a alors V > 0.
D’ou Ay est définie positive.
— Ay, est inversible, pour cela on utilise la proposition du cours suivante :
Si la fonction ¢ est positive et si sup |b(z)| < 3 Alors la matrice Ay est inversible.
z€[0,1]
ici b(x)=0 et ¢ aussi. Donc A, est inversible



1.3 Exercice 3 (Calcul numérique de la solution approchée, convergence)

On suppose ici que I'hypotheése (Hp) est vérifié. Avant de programmer CalculMatD,

, . : b
nous avons programmé la fonction forma(a,b) qui calcule fa

valeurs de a(z).

a(x)dz selon les différentes

Puis on a programmé la fonction CalculMatD qui nous rend la matrice Ay,.

On a

Pour calculer fo

Ji Fap1

Jy 1

b

)dz

h ,n)dz

z)pch, z)dx on utilise la formule d’intégration des trapezes.

fo Jpch,i)de =370 [770 f(a)pch,i)d.
Comme och,i) =0 si z €[xg, 11 ] U [Tit1, Trti]
On Kl donc
I F@ehidda = [70 f(w)oh, ivda
= B f (i) + 5 f ()
=h f(z;)

On a le programme CalculSMD qui nous calcule le vecteur by, .

Pour différentes valeurs de v et de INV,on a comparé graphiquement la solution exacte

et la solution approchée.

Pour N = 2! :
Comparaizon pour fu=1

é:g—: Solution exacte

0.7 — Solution approches
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018 Soluti h
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Comparaison pour nu=1000
0127
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010
III.IZIS-E — Solution approches
0.05
D.D4—;

0.024
D.D%' T T T T T T T
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Pour N = 22 :

Pour

Comparaizon pour nu=1

Solution exacte

— Solution approches

03

os o8 07 08
Cormparaison pour hu=10

Solution exacte

— Solution approches

03

o5 o0& 07  0&
Comparaison pour nu=1000

Solution exacte

— Solution approches

N =23

03

o5 0B 0F 08

Comparaizon pour fu=1
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Solution exacte

— Solution approches

I:I.III-ﬂfI:I
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Comparaizon pour hu=10
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Solution exacte

— Solution approches
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Comparaison pour fu=1000
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Solution exacte

— Solution approches
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Pour N = 2% :

Comparaizon pour fu=1

Solution exacte

— Solution approches

Comparaison pour nu=10
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Solution exacte

— Solution approches

oo o1 02 03 04 05 0B
Comparaison pour hu=1000

07 08 09

Solution exacte

— Solution approches

" 01 o2 03 04

Pour N = 2° :

0 05 0B

Comparaizon pour fu=1

07 08 09

014
0,123
0.0

Solution exacte

— Solution approches

0.057
0.063
0.043
0.02

D'DDD_D

Comparaizon pour hu=10

o1 o2 03 04 05 0B

07 08 09

00457
0.0404
00354
0.0304

Solution exacte

— Solution approches

0,025
0.020
0,015
0.010
0.005

0.0803" 03 04 05 0B
Comparaison pour nu=1000

07 08 09

00357
0.0304
0,025

Solution exacte

— Solution approches

0.020
0015
0,010
00059
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0.0

"1 o2 03 04 0

5 0B

10

07 08 09



Pour N = 26 :

Comparaizon pour fu=1

0145
0123
0.0
0.083
005
004
0.024

Solution exacte
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"1 o2 03 04 05 0B
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Solution exacte

— Solution approches
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Comparaison pour hu=1000
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Solution exacte

EI.EIEII:ID.

Pour N =
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0.0254 —— Solutioh approches
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27 .

Comparaizon pour fu=1

0.4
0124
0.0
0.057
0.067
0.043
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Solution exacte
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o 01 02 03 04 05 0B

07 08 08 10
Comparaizon pour hu=10

0,045
0,040
0,035
0,030
0,025
0.020
0,015
0.010
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0.00a
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Pour N = 28 :

0.14 7
0.12
0.104 — Solution approches
008
0.064
0.044
0.02
0o 01 0.z 0.3 0.4 0s 0 0.z 0s 04 1.0
Comparaison pour nu=10

Comparaizon pour fu=1

Solution exacte

0045
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0.0154
0.010
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I:I'I:":":II:I.I:I oA 0z 03 04 0s 0.6 0.7 0.a 0a9 10
Comparaison pour hu=1000

Solution exacte

— Solution approches

0.0357
0.0307
0.0254 —— Solutioh approches
0.0203
0.015
00103
0.0057
D'DDDEI.

Solution exacte

Pour v = 1, la solution approchée est la méme que la solution exacte.
Pour v = 10 ou 1000 et pour des N petits (2, 22) , la solution approchée differe de la
solution exacte. Ceci est la conséquence de la discontinuité que a(z) entraine en 3.

Ensuite nous avons étudié la convergence de la méthode des éléments finis pour le probléme
(D). Pour cela nous avons programmé lerreur entre la solution exacte et la solution
approchée pour les normes L? et H'. Puis pour différents v=1, 10, 1000 , nous avons tracé
cette erreur les mmes pas de temps que ceux utilisés précédement, le tout dans un repere
logarithmique.

12



On obtient :

e o =

Erreur du schera numerigue pour iu=10 en repere logarithrigue

10 <= erreur dans LA2
* L + & erreur dans HA
* o
_a] &> *
10
-5
10
-5
10
-114
10
1IZI_H_ < © ¢
<
o C 0
-17 — T — T T T
10 0 1 2
10 10 . 10 Lu]
le maillage
decroissance de | erreur pour nu=10
0 3
LU < erreur dans LA2
1 & erreur dans HA1
_ - . .
-1
03 * .
1 L 4
] 4
23 <@ Cr
o3 e
] &
1 o
_3—: <>
o3
] <
-4 —TTT T — T T T
oo 1 2
10 10 10 Lu]

13




decroissance de | erreur pour nu=1000

0o
n E £ erreur dans LA2
] 4 erreur dans HM
4 * . . .
_1E ’
LI BER * .
i *
1 o
-2 <>
m 3 <
. &
. <
. &
0 ; &
-4 T T T T T TTTT T T T T T TTTT T T T T T TTT
o a 1 z 3
10 10 10 10

Les courbes obtenues étant presque des droites, on peut déterminer leur pente, et ainsi
avoir une majoration de l'erreur a une constante pres.

v=1|v=10 | v = 1000
po | 0.87 0.88 0.90
p1 | 0.51 0.48 0.47

On peut donc dire que 'erreur ne varie pas en fonction de v, ou tout du moins pas
de maniere significative. On a ainsi les majorations suivantes, en utilisant le résultat du
cours :

| un —u flo< Cibt, | up — u |1 < Coh®?

14



1.4 Exercice 4 (Conditionnement de la matrice Ah)

On a représenté graphiquement le conditionnement de Aj, pour différents pas( les
mémes que ceux utilisés dans I’exercice 3). On obtient le graphique suivant :

10 “+ ru=t
= nu=0
4 nu=1000 *
o »
10 *
* X
L e +
4+
0 + > +
* ¢ X F
Y +
24 W +
10
_|_
><
A+
+
o T — T T T — T T T — T
o o 1 2 3
10 10 10 10

La pente est de 1.9401742, ce qui est cohérent, car on obtient le méme ordre de grandeur
que dans le tp2 mais pour un n différent. Plus nu est élevé et plus le conditionnement de
Ay, est grand, et donc l'erreur est grande. Car on a vu en cours que l'erreur de convergence
peut étre majorée par le conditionnement de la matrice A.

On trace le conditionnement de A, avec N=2% | en fonction de v=1, 2,10, 100, 1000.

Le conditionnement de Ah en fonction de nu

7
10 3 4
57
103 *

57
(- *

i *

4

+ T T T T T TT I| T T T T T TT I| T T T T T TTT
nm o 1 2 3
10 10 10 10

15



La pente de ce dernier graphique est 1.1283244 ~ 1.

Or plus le conditionnement de la matrice est élevé et plus I'erreur sera importante. Donc
pour ne pas avoir une erreur trop imporante, il faut prendre un v petit, et un pas petit
lui aussi.

16



1.5 Exercice 6 (Formulation variationnelle du probléme (CD))

—eu(x) + M'(x) = [f(=),
0) =0
1

(CD) u
u(l) = 0.

Tout comme pour le probleme de diffusion, une solution réguliere u (dans H3(0,1)) du
probleme aux limites (C'D) est aussi solution du probleéme suivant :

Trouver u € Hy(0,1) telle que, pour tout v € Hj(0,1), on ait

(FVep){ . /0 ) () e — A /0 (o) () = /O ' fa)a)de.

On pose f(z)=c avec ¢ € R. Résolvons maintenant le systeme (C'D) sous cette hypothese.
Recherche de la solution exacte :
— Solution homogene :

La solution est de la forme u(x) = e”* avec A € R une constante.
On remplace donc dans I’équation homogene et on simplifie par e4* car e* > 0,

A

on a alors :

A(—eA+X)=0
D’ou la solution de I’équation homogene est : u(x):Aoe%I + A; avec Ap et A; des
constantes.

— Solution particuliere :
On remarque que la solution u(m):@x convient.

— Détermination des constantes :
La solution exacte est : u(w):Aoe%‘” + A+ @x
Les conditions aux limites entrainent :
U(O):O = Ag+ A1=0= A=A,
w(1)=0 = Apes — Ay + 12=0
)
Aez — 1)

La solution exacte s’écrit donc :

= AQ:—

A
Ensuite nous allons étudier les variations de u(z) entre |0,1[. On pose d’abord f=—.
€

Ensuite on calcule la dérivée de u(x) :

17



0 Ty 1
u'(x) + O -
u(zy)
u(x) / N
0 0

Les conditions aux limites imposent que € # 0 car sinon u’(z)= constante, et ainsi u(z)=0

A
Vx et donc —=0. L’exponentiel étant une fonction strictement croissante et positive, la
c

0
varation de u(z) dépend donc du terme )\(69—0_1).
0
Ore’ —1 < 0quand # < 0, or dans ce cas la on aura fc < 0. Donc e > 0.

Ae? — 1)
Dans 'autre cas toutes les variables sont positives, donc on a bien le résultat énoncé dans
le tableau de variation.

On a:

On calcul ensuite la limite de zy quand € tend vers 1 infini.

lim $9:O
9—_>+oo
lim z4=0

60— —o0

Prouvons le pour le cas ou § — —o0, on a :

N R e N | 6+1—¢

i g (=)=, lim 5 In(l+ (———)
o 16+1—¢
_9—1>I—noo¢9 0

Pour le cas ou  — +o00, on a :

1, 1= .1 g e f—1

e’ —1-06

= lim [n(1
Jm in(l+ (———3—))
1 e —1-0
_9—1>£-noo 0

On fixe maintenant A > 0, et on étudie le comportement de la solution v quand ¢ — 0.
On a:

c 0 1—¢f
(1
ot T Tl

u(rg)=

18



On cherche maintenant la limite de u(zy) :
, 1 c(e? =2)
<€+1—I>I(1)Jr U(ﬁ@)—€+%+ )\9(1 — 66) =too

Comparons maintenant lim lim u(x) et lim lim wu(z).
e—0t+ x—1 r—1e—07t

On a:

lim limu(z) =0
e—0t+t x—1

o . ¢ ¢
o gy wn) = o=y
A
-1
car lim —u:() Va €]0,1]

e=0t  A(e: — 1)

Pour ¢ petit, la solution du probleme différentiel (C'D) tend vers ; # 0 quand z — 1.

Or la fonction u(z) est C?([0, 1]), donc les limites extérieures et intérieures de la fonction

doivent étre égale ;mais on a lim lim u(z) # lim lim wu(z).
e—0t+ x—1 r—1e—0+

Il existe donc une couche limite au point x=1 ou c’est deux solutions se rejoignent. On
pourra utiliser une méthode assymptotique raccordée pour déterminer u(z).

19



1.6 Exercice 7 (Discrétisation par les éléments finis)

On cherche une approximation u;, € VI de la fonction u, solution du probléme suivant
(comparer avec (FVep))

Trouver u, € VI telle que, pour tout v, € V", on ait

(ZE}QTD) ' / / ' / '
e | uy(@)v,(x)de =X | up(z)vy(z)de= [ f(z)vp(x)dz.
0 0 0
En reprenant (C'D), puis en la multipliant par v, € V] puis en intégrant sur [0,1], on
obtient :

1 1
—/ —eu (z)vp(z) + M (z)vp(2)dx :/ —ef(x)vp(z)dx
0 0
Intégrons maintenant par partie le membre de gauche :

e (z)on ()] L+ /0 el ()0 () dz -+ () on ()] — A /0 wn ()0, (z)do= /0 F@)on(x)da

Or v, € Y}, donc [eu/ (z)vn(7)]5=0 et [Mu(z)vy(2)]i=0 car v, (0)=vy(1)=0.

On retrouve ainsi le systéme des éléments finis (EFep) de (CD).
N

On va écrire maintenant le probleme (EF¢p), dans la base des @p @ up = ka@mk
k=1
avec e = up(xy)
Or comme (EF¢p) est valable pour tout v, € V{‘, il reste valable pour v,=¢;pp;.
Rappelons les différentes valeurs que prend ¢y, 1 :

T — Tg-1
—————  sur[xg_q, 2
Phik = Tk+1 — T
— sur(xg, Try1]
1
/ 7 sur(xg_1, T
Phik = 1

— SUr|Zg, Tri1]

Le probleme s’écrit donc ainsi :
T 1 Tht1 1 1
5/ ep—Ep—dx —I—s/ ep(—=)er(——)da+
Tk T h h

h "h
B 1 Tt1 1 1
E/mkl €]€E€k_1(—ﬁ)dl’ + 5\/3% €k(—ﬁ)€k+1ﬁd$+
Tk _ _ 1 Th+1 _ 1
—)\/xk_l gk(%)akﬁdx - )\/x gk(W)ak(—E)dx
Tk Tpal — T 1 Thtl o — T 1
_A/xk_l 5k<k+1T)€k_1Edl’ — A/xk 514(%)&%1(_%)6&
T+1
:/ f(xr)exonr
Th—1

Simplifions par €5 qui ne servait que de temoin pour ’écrire dans cette base. Mettons ce
systeme lindire sous la forme matricielle Ay, = b,.D’ou
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e[ ddr — A [ _L_IaHI A

To

0 —cj"

Ty B

oot

IM&H..TP(H.

.,...n.u

Hwi — T

h

)%

I _,IFJ —dr [o2 dpdr + A [ (——)2dx 0 0
i Cae 0
, ) 1 — T
e =\ (S =\ [ e e [ e [ (o
_".h A INp1 — T H_u.h £ Fril d ) T— n:rlu _n.mH A n..r.L Ep L1 —iE H_&
—E H.rl_.mm..r T+ H)H.rl_...4_| T (H.H.rlu_ﬂ..._. = -.1)._...rlu_.. ‘“_ .&) .. R .._M x
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Calculons maintenant les intégrales :

Thox— a1, 1 x
| = (i, — Ak~ D)
1
2
Tht1 —z. 1
/ (B o= Ak + 1)h — [2225
)

Ainsi on trouve la décomposition de A,=eB), + \C},. Avec :

£ —e+ 1A 0 -+ 0
Ah—l e—.%)\ .5 —g—l—%A e 0
0 0 e—3A €
~1 0 -+ 0
1 1 1 -1 0
Bp=— .
0 0 1 1
0 10 -0
o-| T2 020
0 0 -1 0

On calcule Vo € RY, (Cyz, z) :
Tout d’abord calculons Cx :

iz
0
Chr = :
0
1y
D’ou (Chz, z)=1x — s2=0.
Or Vo € RY :
0
T
(bpx,xy=(| + |,z)=(N —2)z
x
0

Donc si (Apz,z) > 0 alors © > 0 = A}, est monotone, donc inversible.
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1.7 Exercice 8 (Calcul numérique de la solution approchée, convergence)

Nous avons tracé que le méme graphique, la solution exacte et la solution approchée
pour différent pas N = 27 et j=1,..,8, et pour difffent ¢ :
Pour N = 2! :

Four eps=1,0.1,0.001

0118
0116
0,114
0112
0.110
0,105
0105
0.104

solution exacte

— zolution approches

|J.1|:|?D_'3EI

035 0.40

0.45 050

05

0&0

0G5

0.5
0.5
0.7
057
054
0.4
0.3

solution exacte

— zolution approches

350

038 0.40

0.45 050

nEs

0&0

0ES

0.5
053
0.4
023
0.0

-0.2

-0.4

solution exacte

— zolution approches

":"%._30

035 0.40

Pour N = 22 :

0.45 050

Four eps=1,0.1,0.001

nEs

0E0

0G5

0.70

0.133
0.123
0.113

solution exacte

— solution approches

o3 04 05 0B

07

0s

solution exacte

— szolution approches

2 o3 04 085 T 0B

07

0a

solution exacte

— solution approches

oz o0& 04

05 0B

23

07

0s

04



Pour N = 23 :

Pour eps=1,0.1,0.001

0.139
0.123
0.1
010
0.053
0.05
0.07 3
0,05
0.053

solution exacte

— szolution approches

I:I.I:I4I:I

1 0z 03

0.7

064

057

0.4
033
0.23

solution exacte

— solution approches

a1

Shn

1 02 03

na
o

in

o

=
in

solution exacte

— szolution approches

=
=1

Pour N =

N Pl liinalveliig

1 02 03
4.

05 0 2 0OF 03 049

Four eps=1,0.1,0.001

jrd PR TV}
11111

oo ODD DS oo

oooooDooD
Facs BG—m s
|

solution exacte

— solution approches

o

D 01 0z

03

oo
m

solution exacte

— =zolution approches

o 01 0z

04

04

05 0 07 08 08 10

solution exacte

— solution approches

0 01 0z

03

04

05 0 07 08 0@ 10
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Pour N = 2° :

Pour eps=1,0.1,0.001

0.4
0123
010
0.083
0057
004
0023

solution exacte

— zolution approches

0.00-

oo 01 02

03

04

05 0 0F 08 0@ 10

0.7
057
059
0.4
033
023
0.1

solution exacte

— zolution approches

0.0
0

o 01 0z

03

04

05 0 0F 08 0@ 10

125
103
059
06
0.4
023

solution exacte

— solution approche:

0.0
0.0

o

0z

03

04

05

0B

o7

0s

0a

Pour N = 26 :
Four eps=1,0.1,0.001

0,14
0123
.10
0.083
0057
0047
002

zalution exacte

— zolution approches

000
]

o 01 o0z

03

04

05 06 0F 08 0@ 10

0.7
057
0.5
0.4
0.3
0.2
0.1

solution exacte

— zolution approches

0.0
]

o 01 0z

03

04

05 06 0F 08 0@ 10

Cooooooo0o0o0 .
O L s Nm i e

solution exacte

— zolution approches

o

03

04

05 0 0F 08 0@ 10
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Pour N =27 :

Pour eps=1,0.1,0.001

0.4
0123
010
0.083
0057
004
0023

solution exacte

— zolution approches

0.00-

oo 01 02

03

04

o

05 06 0F 08 04

0.7
057
059
0.4
033
023
0.1

solution exacte

— zolution approches

0.0
0

o 01 0z

03

04

05 0 0F 08 0@ 10

o000 0
[ TR, P D T e et

solution exacte

— solution approche:

=
=

Pour N =2

o1 0z
8 .

03

04

05 06 0F 05 0@ 10

Four eps=1,0.1,0.001

0,14
0123
.10
0.083
0057
0047
002

zalution exacte

— zolution approches

000
]

o 01 oz

03

04

05 06 0F 08 0@ 10

0.7
057
0.5
0.4
0.3
0.2
0.1

solution exacte

— zolution approches

0.0
]

o 01 0z

03

04

05 06 0F 08 0@ 10

solution exacte

— zolution approches

Cooooooo0o0o0 .
O L s Nm i e

o

03

04

05 0 0F 08 0@ 10
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Plus le pas est élevé, et plus la solution approchée est proche de la solution exacte.

Plus € est petit, et plus on a des oscillations au voisinage de 1. C’est la couche limite en
1 qui provque se phénomene.

Ensuite nous avons étudié la convergence de la méthode des éléments finis pour le probléme
(CD). Pour cela nous avons programmé 'erreur entre la solution exacte et la solution
approchée pour les normes L? et H'. Puis pour différents e=1,0.1,0.01 , nous avons tracé
cette erreur les meémes pas de temps que ceux utilisés précédement, le tout dans un repere
logarithmique.

Marme L42 pour eps=1,0.1,0.001

10
L & o
2 @ o
0 o .
o 1 "2 3
24 10 0 10
0y
o 3
%5 AN
10 < &
¢
—ad
10 <
_z —
u] 1 2 3
0 1 0 0
03
0 3
o P o
1 o
0 o
-2 <> —r O <>
10 ._EI 1 _2 E
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Marme HA1 pour eps=1,0.1,0.001

03
o
<
B e
&
10
RPN
g 1 2 E
0 10 10 10
0
0 ]
Lt
PSR &
<
o
-1 . .
u] 1 2 3
0 10 10 10
13
R
O
5 < L . o o
1 & T
-1 T — T T T T T T T — T T T T T T T —T— 7T T T
10 ._I:I _1 2 ._3

On calcule ensuite les pentes de chacune des courbes :

e=1]e=01]e=0.01
po | 0.86 0.72 Aucune
p1| 0.5 0.65 Aucune

On peut donc dire que l'erreur ne varie pas en fonction de e, ou tout du moins pas
de maniere significative. On a ainsi les majorations suivantes, en utilisant le résultat du
cours :

| wn — u o< CLAY ™) || up — w |1 < Coh®?

Comme on a une couche limite en 1 qui augmente plus € devient petit.Et dans cette
couche notre approximation oscille et donc n’approche plus du tout la solution exacte.
Plus le pas et plus € sont grands et plus notre solution approchée s’approche de la solution
exacte.
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1.8 Exercice 9 (Une méthode de ”stabilition”)

On modifie dans cette partie 1’équation de départ (C'D) en en renforant les effets
visqueux.

—(e+ A" (2) + W' (2) = f(z),
(CDg) § u(0) =0,
u(1) =0,

olt h = 1/(N + 1). On remplace le € de la question 8 par € + [A|%. Puis on utilise les
programmes des questions précédentes pour tracer :

12
salution exacte
J [— zolution approche:s
1.IZI-_ — niouvelle solution approches

On remarque que la nouvelle solution approchée n’oscille pas pour € petit, alors que c¢’était
le cas dans la question 8. Elle converge aussi plus rapidement vers 1 que la solution exacte.
On a toujours une couche limite en 1, mais on peut 1 approchée.
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Maintenant on fait varier le pas de la solution approchée. On a :

R N=2
12— M=2h2
J| —— n=2e3
——— He2hg

N=245

=
— HeRAT
—— He2AE

On constate que plus le pas augmente, et moins la solution approchée oscille. Ce qui était
le contraire de I'exercice précédent. On préfére toujours avoir une schéma qui converge en
rafinant le maillage, ce qui est maintenant le cas.
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1.9 Exercice 10 (Une solution quasi-exacte de (P))
Nous avons calculé le second membre en remplace dans le probleme (P), u(z,t) par

e~ Llt+to)(@=z0)* (O g :

2

flz,)={—L(z — 20)% — 2eL(t +to)[A — 2L(x — 20)(t + to)] + 2eL(t + ty) e~ LHt0)@=w0)

On visualise graphiquement la courbe de la solution exacte pour différent ¢ :

Four t=0,05,1

o g s e e s e e e Y
1 L P Ll e L0 =) 00 G0
1

o1 02 03 04 05 0B 0OF 08 08 10

o
=

o g e e s e e e Y
o B R TP Sy R s R Yo}
11l

o1 02 03 04 05 0B 07 o0& 08 10

o
=

SOoooooooOoO0 .
L PO L) e LN - D00 O
1

o1 02 03 04 05 0B 07 08 08 10

=
b=
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